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1 Anstelle eines Vorworts

Dieses Dokument entstand weil es doch ein wenig zu viele Formeln waren um sie alle
auswendig zu lernen, und weil man, gerade wenn man "neu” in der Uni ist, sich im
Bronstein verliert.

Dieses Dokument ist nicht von Mathematikern geschrieben worden, es enthlt keine
Beweise oder anliches, wahrscheinlich ist noch nicht einmal alles ganz mathematisch
korrekt. Die angegebenen Verfahren sind " Kochrezepte”, an denen man sich zur Losung
einer Aufgabe langhangeln kann, was natirlich bedeutet, dass man die mathematischen
Verfahren zumindest schonmal gehdrt haben muss.

Fehler, Verbesserungsvorschlage usw. bitte an joern@allmers.de senden!
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Abbildung 1: Verlaufe von Sinus und Cosinus

2 Allgemeines

e Die ’’p-q’’ Formel (das ist die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen)

2 _ _ b P\?
X+pX+<]—O — X1/2——§:|: 5 —(q
e Rechenregeln, die man immer wieder braucht
a+b a b
== 4+ =
c c c
Va-vb=+Va-b
e Sinus und Cosinus
sina + cos’a =1
cos(—a) = cosa sin(—a) = —sina tan(—a) = —tana

cos(a+ ) =cosa - cosfB —sina - cosf
cos(ax — ) =cosa - cosfB +sina - cos B
sin(a+ B) =sina - cosfB + cosa - sin 3
sinfa —B) =sina - cosfB — cosa - sin 3

tana + tan g3
—tana-tanpB

tan(a +B) = 7

tana — tang
—tana-tanpB

tan(a —B) = :

Einige Werte von Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens (siehe auch die Verlaufe
in den Bildern 1 und 2)



Abbildung 2: Verlaufe von Tangens und Cotangens

a | x| sin | cos tan cot
0° 10| O 1 0 nicht def.
30°[2] 2 [3vV3] V3 V3
45° | X 2V2 | 3V2 1 1
60° |2 |3V3] 2 V3 3V3
90° | 3| 1 0 | nicht def. 0

e Trigonometrische Funktionen mit komplexen Werten

sin(x 4+ iy) = sinxcosiy + cos xsiniy = sin x cosh y + i cos x sinh y

cos(x + iy)) cos x cos iy — sin x sin iy = cos x coshy — isinxsinhy

siniz =isinhz sinhiz=isinz
cosiz = cosh z coshiz = cosz
. 1 iz —iz 1 iz —iz
smz:?(e —e ) COSZ=§(6 +e”)
i

sinh z = % (e —e™) coshz = % (e +e7)



e Wichtige Integrale und ihre Losungen

1 b1
/—dX:Inx / —dx:lnl—) /sinxdx:—cosx
X . X a

/cosxdx = sin x /tan xdx = —In|cos x|

e Differentiationsregeln
— Produktregel
fx)=u-v — fx)=uv-v+u-Vv
— Quotientenregel

u-v—u-v

=2 = )= oL

— Kettenregel

Fx)=h(g(x)) — F(x)=H(9(x))-g'(x)

Maerksatz: " innere mal duBere”
Beispiel:
(x* +2)° = 3-2x(x* +2)?

e Beim Integrieren +C nicht vergessen, wenn keine Grenzen vorhanden sind!

e Das Kreuzprodukt ist die Losung der Determinante

€ & 63
VIx i =det| vi v v}
Vi iy
Beispiel:
2 0 € & &3
4 | x| 6 | =det| 2 4 3
3 5 0 6 5
=& -4-548-3-0+8-2-6-0-4-8-6-3-8-5-2-8
2 0 0 2
Zusamr;nfassen O _ 10 + O — _ 10
0 0 12 12

e Vektorprodukt
< a,b>=aby+ aby + azbs + ...
ist wenn 3Lb =0



e Bildung von Determinanten

det ( a1 b ) = ai1by — axby

a b
dai b1 C1 di \( (+) b1 \( (+) C1 \( (+) a1 b1
det do b2 Co — do b2 Co do b2
as by c as /(=) b3 /(=) a7 (-) as  bs

e Eigenwerte (Bronstein S. 278) geniigen der Gleichung
det(A — A/

wobei / die der GroBe der Matrix entsprechende Einheitsmatrix (alles 0 auBer die
Hauptdiagonale, dort 1) ist.

e Eigenvektoren der Matrix A sind Vektoren und die der Gleichung (V ist der EV):
(A= X))V =0

geniigen. Zu jedem X muss es einen EV geben, alle EV miissen linear unabhdngig
sein! Wenn ich nicht genug EV finde, brauche ich Hauptvektoren!

e Hauptvektoren
— 1. Stufe:
(A - >\des EV/)‘_/H = VDer EV
muB nicht unbedingt der EV des Lambdas sein, wozu ich den EV nicht finde!

— 2. Stufe: im Grunde genauso, nur:
(A - >\des EV/)VHQ = VDer HV
e geometrische und algebraische Vielfachheit

— geometrische Vielfachheit
Wie viele linear unabhdngige Eigenvektoren kann ich aus einem Eigenwert
machen?

— algebraische Vielfachheit
Wie oft tritt ein Eigenwert auf?

e Polynomdivision
Die Polynomdivision funktioniert im Grunde wie das schriftliche Dividieren. Um
die Nullstellensuche zu vereinfachen, rat man eine Nullstelle und dividiert durch
(x — NST).



® Matrizen invertieren

Ist praktisch ein GauB3, wo neben der Matrix eine gleichgroBe Einheitsmatrix steht.

GauB wird so lange durchgefiihrt, bis die Ausgangsmatrix zur Einheitsmatrix gewor-
den ist. Ergebnis ist die ehemalige Einheitsmatrix.
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Abbildung 3: Die GauBsche Zahlenebene

3 Komplexe Zahlen: Allgemeines

Allgemein ist i die Ldsung der Gleichung:

V-1=i

Bild 3 zeigt die sogenannte GauBsche Zahlenebene. Die x-Achse stellt den realwertigen

Zahlenwert von z dar, die y-Achse den komplexen.

3.1 Grundlegende Rechenregeln und Definitionen
(z = x+ iy sei jeweils eine komplexe Zahl)
e Gleichheit

zZ1=2 << X1+tiy1=X+Iiy, <<= Rezz=Rez A

e Addition
n+zn=0+x)+i(yi+ y2)

e Subtraktion
n—zn=0—x)+i(y1 —y2)

e Multiplikation
712 = (X1 — y1yo) + i(x1ye + Xoy1)

10

|le = |m22



Z=X~Ly

Abbildung 4: Konjugiert komplexe Zahl

Division

X Y
—
x2+y?2  x2+y?

1
z

konjugiert komplexe Zahl
Z:=x—-1y

ist die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl (Siehe Bild 4)

Norm (Betrag, Lange, Modul (siehe auch Bild 4))

|z == VX + 2

Eigenschaften

NI
Il
N

1+ 2 =71+ 2, - Zo=2Z1" 2

1 _ 1 _
Rez—E(z—l—z), Imz—z(z—z)

11



zER<«—=2z=7Z

zZl=Vz-Z ,dh z-Z=x*4y?

|z >0 , |z]=0 <= z=0

21+ 25| = |z1| - | 2]

|z1 + 2| < |z1| + |z2| (Dreiecksungleichung)
e Rechenregeln
(1) (Q+)=1+i—it1=2
(m1= ) (=14 =+1+i—i+1=2
1

- = ai
—ai

3.2 Polarkoordinaten
Haufig (z.B. zum Potenzieren) ist es sinnvoll, komplexe Zahlen in der Polarkoordinaten-

darstellung zu betrachen. (Bild 5)

3.2.1 Bezeichnungen und Beziehungen

p=argz

lz| =r

Ist ¢ der zwischen positiver x-Achse und komplexer Zahl z # 0 gemessene Winkel
@ € [0, 27|, so gilt:
z=r(cose + isinyp)

Hierbei ist r die Lange (der Betrag, das Modul) von z und ¢ das Argument der kom-
plexen Zahl z.

Umrechnungen:

X = rcos e y =rsine

12



Z=x+1y

(ypP————

y=rsing

X=prCcos @ X

. -

Abbildung 5: Polaarkoordinaten einer komplexen Zahl

r=~/x2+y2

X : Y .
COS (p = —F—— sSingp = ————=mit (z#0
$= Torr $= ety (z #0)
sinp y
tan(p:cosgo:;

Bei der Berechnung von ¢ muss man die Mehrdeutigkeit des arctan beachten:

arctan(y/x) , x>0,y>0
m/2 , x=0,y>0
@ =< w+arctan(y/x) , x<0
3m/2 , x=0,y<0
21 + arctan(y/x) , x>0,y <0
Hierbei ist der arctan der Zweig in | — 7, 7[ (Vergleich Verlauf des arctan!).

Zur Abkiirzung schreibt man nach der Formel von Euler:

z=r(cosp +ising) = re*

13



3.3 Aligemeines zu Polarkoordinaten
e'Y = cosp +isinp
ie” = —sinp+icosgp

e = e = e*(cosy +isiny)

— ez—|—w

log z = log(re'®) = log r + log e = logr + i

1, . ,
sinz= —(e”*—e")

2i
. h _ 1 z -z
sin Z—E(e —e’?)
1 By
cosz = 5( 4 e7?)

1
coshz = 5(62 +e7?%)

3.3.1 Multiplikation in Polarkoordinaten

z21-Za=r1-r-[cos(p1 + @2) + isin(@1 + ©2)]

Merkregel dazu: Betrdge werden multipliziert, Argumente (Winkel) addiert!

3.3.2 Division in Polarkoordinaten

Z1

r .
=1 [cos(w1 — @2) + isin(p1 — ©s)]
V) r

3.3.3 Potenzieren in Polarkoordinaten

z" = r" [cos(ne) + isin(np)]

3.3.4 Wurzelziehen

Q+2kT

V/z=/re" » mit k=0,1,..., n—1
Der Hauptwert ist bei kK = 0.
besondere Wurzeln:
JzZ =7y \Z\e"arngJvr%r mit k=0und 1

i 1 1 1,
\/E:Z" — ezlnz — el.rlargz — erargz

Inz=In|z|+iargz

14



3.4 Zur Parametrisierung in Polarkoordinaten

Der Einheitskreis wird parametrisiert mit:
¥(p) = e = cosp + isin @ mit @ € [0,2m]

bzw.:
z— 2/ =0

wobei zy der Mittelpunkt des Kreises ist (VVorzeichen beachten!).

3.5 Trigonometrische Funktionen mit komplexen Werten
sin(x + iy) = sinxcosiy + cos xsiniy = sinxcosh y + i cos xsinh y

cos(x + iy)) cos x cos iy — sin xsin iy = cos x cosh y — i sin xsinh y

siniz =1isinhz sinhiz =1isinz
Ccos iz = cosh z coshiz = cosz
. 1 iz —iz ]' iz —iz
smz:?(e —e'7) cosz:i(e +e7"%)
i

: 1., Lo
smhz:E(e —e?) coshz:E(e +e7)

3.6 Berechnung von Logarithmen

ab — eblna

Ina=In|a|+iargamita € C

15



4 Funktionen einer komplexen Variablen

4.1 Holomorphe Funktionen

Eine Funktion ist holomorph (heiBt auch analytisch oder reguldr) (in einem Gebiet), wenn
sie die

4.1.1 Cauchy-Riemannsche-Differentialgleichungen

Ou Ov ou ov
= = = und —=——
Ox Oy Oy Ox
erfiillt (in diesem Gebiet).
Uberpriifen auf holomorphie:
1.
z=(u+iv)
2. ersetze
u=x v=y
3. einsetzen liefert
z=(x+1y)

4. trennen nach Re und Im (aus 3)
u(x,y) =Re v=(x,y)=1Im

5. iiberpriife Geltung der Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen :

ou_ o ou_ oy
dx Oy dy  Ox

und

6. Wenn beide Gleichungen erfiillt sind, ist die Funktion holomorph!

Real- und Imaginarteil einer holomorphen Funktion erfiillen die Laplacschen Differnti-
algleichungen

0%u  d%u

AU(X,_)/) = ﬁ‘l‘a—ﬁ =0
und o o
v 4
AV(X,_)/) = ﬁ+a—_)/2 =0

16



4.1.2 Ableiten mit Cauchy-Riemannschen-Diffgleichungen

Wie in Kapitel 4.1.1 wird z durch x+iy ersetzt und nach Real- und Imaginarteil aufgelost.
Man hat dann also:

f(z)="---=u(x,y)+iv(x,y)

Aus den Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen folgt:

Aus dem Beweis der Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen folgt nun:

f'(z) = uc+iv, =v, —iu,

17



4.2 Die konforme Abbildung

Die konforme Abbildung erhalt lokal Winkel- und Langenverhdltnisse. Die Bedingung fiir
Konformitat in z, lautet:

f'(z0) # 0 — f konform in z

4.2.1 Mobiustransformation

Eine Mobiustransformation ist eine konforme Abbildung. Sie bildet Geraden auf Geraden
und Kreise auf Kreisen ab.

e Allgemeine Form
az+b

cz+d

w="f(z)=

Jede Mobiustransformation setzt sich zusammen aus
z+— z+ a (Verschiecbung uma) , a€C
z + a- z (Drehstreckung mit Winkel arg a und Faktor |al)

Ze (Inversion)

Wichtig: Inverse einer Mdbiustransformation ist eine Mobiustransformation !

Eine Mobiustransformation heit normiert, wenn gilt:
ad — bc =1 bzw. e (was nichts mit Euler zu tun hat!)

Sobald eine Mobiustransformation normiert ist liegen die vier Zahlen a, b, ¢, d fest,
bis auf einen Faktor +1.

Bildung von Inversen:

b dz—b
v=fD=Tig T e

Achtung: Neue Bezeichnungen nach der Invertierung einfiihren!

18



4.2.2 Konstruktion einer Mobiustransformation
Z—2Z1 Zp—Z3 W—W Wy — W3
Z— 23 2Zp— 7 wW—W3 Wy — W

1. z1, 2, z3 sind die Urbildpunkte (die Punkte von denen abgebildet wird auf 2)
2. w1, Wws, w3 sind die abgebildeten Punkte

3. einsetzten (z; ... alles)

4. die Gleichung mit den Nennern multiplizieren

5. w auf eine Seite bringen

7. luberpriifen auf Fehler:

es muss gelten: ad —cb # 0

4.2.3 Mobiustransformation nach der Vorlesung

az+b

cz+d

Z1, 2>, Z3 sind die Urbildpunkte; wy, w», w3 sind die abgebildeten Punkte.

w="f(z)=

1. Drei Gleichungen sind aufzustellen (jeweils z, 2, z3 und wy, w», w3 einsetzen)

a)
Wi = azl-i—b
1_C21+d
b)
W — a22+b
2_C22+d
c)
W — a23+b
3_CZ3+O'

2. irgendwie auflosen, alles in Abhangigkeit von a, b, ¢, d auflésen und

w(z)=...

3. liberpriifen, ob eine Mobiustransformation vorliegt:

ad — cb#0

19



4.2.4 Fixpunkte
1.

2. Bruch wegmultiplizieren

3. auflosen nach

4. Losungen dafiir suchen

20



4.3 Integrale allgemein

/ab f(z)dz:fyf(z)dz

Dabei ist «v eine Parametrisierung des Weges von a nach b. Dann gilt fiir die Losung
dieses Integrals: (Das stimmt noch nicht ganz so.) Die arametrisierung nennen wir
c(t), mit t € [c, d]

d .
/f(z)z/ F(c(D))- c(t) dt

C

(Nicht vergessen, dass c(t) einen Real- und Imaginarteil hat, was in der Berechnung
von f(c(t)) beachtet werden muss!)

21



4.4 Cauchysche Integralformel

nach Schafer und ein wenig Allmers :-)

Bedingungen erfiillen:

e Der Integrand (und zwar alles!) muss holomorph (siehe Kapitel 4.1) sein. (Wobei
man hier argumentieren kann, dass die einzelnen Funktionen des Bruches (Zahler
und Nenner) holomorph sind.)

e ¢ muss eine geschlossene Kurve sein, die einmal im mathematisch positiven (gegen
Uhrzeigersinn) Sinn durchlaufen wird.

e Die Polstelle (Singularitdt) muss innerhalb der Kurve c liegen. (Sonst siehe auch
Kapitel 4.5!)

f(€) _ 2mi (n-1)(
b = e

1. n bestimmen (bzw. n — 1 bestimmen)
2. Polstelle z bestimmen
3. f(§) (n—1) mal ableiten
4. 7z in das abgeleitete (&) einsetzen
Achtung: Wenn keine Polstellen vorhanden sind, kann eine Partialbruchzerlegung sinnvoll

sein. (Siehe Kapitel 10.1)

4.5 Cauchyscher Integralsatz

Ist ¢ eine geschlossene Kurve und f holomorph im Inneren von ¢ (und zwar iiberall, also

keine Polstellen), so ist:
7{ f(z)dz=0
Cc

22



4.6 Residuensatz

Wenn eine Funktion f(z) innerhalb einer geschlossenen Kurve n Polstellen hat, dann

gilt:
ff(z)dz = 2mi Z a_1(z)

mit a_; Residuen der Funktion f(z). (Siehe Kapitel 4.7)
Wenn Polstellen auBerhalb von c: siehe Kapitel 4.5.

4.7 Berechnung von Residuen

1. Finde die Polstellen z (wie oft kommt die NST vor — m facher Pol) (wenn notig
mit PBZ, siehe Kapitel 10.1)

2. Die Residuen a_; sind (z sind die NST):

m—1

)= . I ddzml ((z=2)71(2))

mit m: Ordnung des Pols.

Hinweise:
e \Wenn die Polstelle in der Form
(z22+1)
— sind die Nullstellen 7/, —i, das kann man auflosen auf
(z=0)(z+1)

e Achtung auf hebbare Definitionsliicken, evtl. kann man den Bruch kiirzen! AuBer-
dem sind die Residuen einer hebbaren Definitionsliicke:

8_1:0

e Zur Kontrolle oder aus Zeitmangel:
Das Residuum einer konjugiert komplexen Zahl ist das konjugiert komplexe Resi-
duum. (Das ist ein total "komplexer” Satz, aber anders kann ich es gerade nicht
ausdriicken. :-))

23



4.7.1 Berechnung von Residuen bei wesentlichen Singularitaten

Wenn die Funtion kein Bruch ist, sondern Singularitdten in der Form von
1
f(z) = ze=

enthalten sind, nennt man diese wesentliche Singularitaten. Die Residuen dazu kann man
nicht nach 4.7 berechnen, sondern man muss die Laurent Reihe entwickeln, das Residuum
a1 ist der Faktor, der ?14, enthdlt. Zur Berechnung der Laurentreihen greift man auf
bestehende Potenzreihen aus dem Bronstein zuriick und setzt ein.
Reihenentwicklung fiir e*:
o
e = Z
k=0

Fiir z kann man jetzt auch irgendein f(z) einsetzen.

| —

IZk

x-

24



5 Partielle Differntiation

Allgemein: .
of(x,y,z,...)
ox(y,z,...)

bedeutet £ nach x(y, z) ableiten, andere Variabeln sind ” Konstanten”!
Beispiel:

of
ox
Der Gradient ist der Zeilenvektor der partiellen Ableitungen:

9(x,y.2)=x>+y* +2° — Ox

L of of of
grad f(X) = (a, @, 5)

Beispiel fiir g(x, y, z)
grad g(x, y, z) = (2x, 2y, 22)

Der Nabla Operator ist der Gradient transponiert:

V(%) = (grad f(%))" =

SRR

8)|~h‘< |‘h><

Beispiel fiir g(x, y, z):
2x
Vglx,y.z)=| 2y
2z
Hohere Ableitungen gibt es, falls f stetig genug (!) ist (dabei ist die Reihenfolge
egal...) :

o°f

2 XiXi
ox:

Der Laplace Operator ist die Summe der 2. Ableitungen:

Vektorwertige Funktionen werden zeilenweise abgeleitet (wenn dabei m = n ist,
dann das ein Vektorfeld):

fl (Xl ..... Xn) af__, g_g
(%)= : = |
fn(x, - ., Xn) %—fj’_’
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Divergenz (Quelle und Senke):

R - 0of, 0f, Of,
vf=V.fi=-Z24 L4 2
div v 6x+6y+62

Beispiel: F(X,y,z):(x—a,y,z) — dvf=1+1+1=3
Die Rotation:

otfo— (2B _0h Oh 0h Oh Of
T 8X2 aX3 , aX3 6X1 ’ aXl 8X2

Beispiel: f(x,y, z) = (a, x, b) — rotf =(0-0,0-0,1—-0)=(0,0,1)

Die Jacobi-Matrix:

ofi ofi

e e grad f
=1 : | = :
% o g—i’ grad f,,
Die Hesse Matrix:
foxa -+ Taxe
Hf(X) =
foxs -+ Toxe
also im R3:
fix fy Fez
HE(X) = | fix fiy £
fox fy 1
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6 Losungsmethoden fiir Diffentialgleichungen

6.1 Trennung der Variabeln
,_ f(x) _

=90 f(x)- h(y)
dy f(x)
ax m — /Q(J/)dy: /f(X)dX
oder
dy

dy
= f(x)-h(y)—>/m=/f(x)dx

Das jetzt noch nach y auflosen.

Beispiel:
!
y =y-x
dy dy dy
7 = - X — — =x-dx — — =1n
dx 7 y Y
1 52
— Iny:EXQ—}—C — y=e2"¢ =
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6.2 Variation der Konstanten
y=21=h (/' +a(t) +y(t) = h(1)

h ist die Inhomogenitéat, finde eine Losung: Gleichungssystem 0 setzen, damit dann
irgendein Losungsverfahren durchfiihren.
Fir die Partikulédre Losung dann:

Yo = c1(t)y1n(t) + c2(t)yan(t)

-wenn es nur ein y, gibt: nur ¢
durch Einsetzen:

h(t)

- dm®=h) o) =

c(t) = / ;((tt))dt
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6.3 Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Achtung: Wenn Inhomogenitat vorhanden, siehe Kapitel 6.4!

1. A definieren
2. Eigenwerte \; zu A bestimmen
3. Eigenvektoren (und eventuell Hauptvektoren) (V') bestimmen

4. aus den Eigenvektoren und Eigenwerten:

)7;7 — e)\ntvn
5. aus den Hauptvektoren:
— t- \—/n ‘7»Hn . eAHnt
Yn ~— + ~—

Eigenvektor aus Kette Hauptvektor
6. Losung der DGL ist das Fundamentalsystem:
n
Yh = Z Cn “Yn
n=1
(Siehe auch AO2 S.178ff)
Achtung: Wenn komplexe Vektoren usw.:
et =cost+isint et =cost—isint

ie't =icost—sint

Die komplexen Ausdriicke werden " weggeworfen”, die komplexe NST ist der Realteil, die
konjugiert komplexe NST ist der Imaginarteil (ohne i)!
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6.4 Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten mit
Inhomogenitat

—_——— —
A h

Wenn h von t 0.3. abhangt: siehe Buch (AO 2, Satz 22.1.14, Seite 178), sonst:

1. Das h weglassen und nach Kapitel 6.3 |osen. Ergibt:

y' = Yo — y=...+C
2.
AW = — - W=
——
h
Yp = w
3. Zusammenfiigen:
y(t) =Yp+ yn

Achtung: Wenn Komplexe Vektoren usw.:
et =cost+isint et =cost—isint

ie't =icost—sint

Die komplexen Ausdriicke werden " weggeworfen”, die komplexe NST ist der Real-
teil, die konjugiert komplexe NST ist der Imaginarteil (ohne 1i)!
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6.5 Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Achtung: Es gibt ein anderes Verfahren fiir # 0, siehe Kapitel 6.5.1!

y/// _ ay// + by' =0

Substituieren: y' = X y" =\ usw. Achtung: y =% =1
Von diesem System die Nullstellen bestimmen ( Ax)
— ve(t) = e — y(t)=cayi+ Gy + ...+ Gy
Wenn mehrfache Nullstelle vorhanden sind:
e 1. NST: normal
e 2 fache: te’?
e 3 fache: t2eM’
® usw.

Achtung:
Wenn Nulstelle komplex (a + ib), komplexe Darstellung:

e? (Cy cos bt + Cyisin bt)

Die realwertige Darstellung:

e? (Cy cos bt + Cysin bt)
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6.5.1 Anderes Verfahen fiir Lineare DGL mit konst. Koeff.

yIII _ 3 yII _ 2 yl + 1 y — h(t)

y(”) a2 ai dag

Achtung: a, konnten auch von t abhdngen!
e Hauptdiagonale: 0 (auBer unten rechts)
e Nebendiagonale (die iiber der Hauptdiagonale): 1

e letzte Zeile: —ag, —ay, —a» usw.

% 0 1 0 0
dl»|{_| 0o o0 1 L0
dt| 3| | -1 2 3 :

. —~ =~ =~

—ag —a1 —asusw. h(t)

Das Ganze geht hier nur bis y3, weil die 3. die hochste Ableitung ist, sonst halt mehr,
dann Verfahren nach Kapitel 6.4.
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6.6 Exakte DGLs
p(x,y)+4q(x.y)y'=0  p(x,y)dx+q(x,y)dy =0
Intergrabilitatsbedingung:

op 1 O
op L —q, sonst Int. Faktor

dy Ox
grad F = (F,, F)) Fe=p(x,y)
/P(x,y)dx =...+cly)=A+c(y)

"(AZ—;(V)) - % +c'(y) = q(x,y)

—c(y):=B — c(y) = /de

F(x,y):A+/de:C

H,—/
=c(y)

nach y = ... auflésen (AO2 S.153)

y = ... Losung

6.6.1 Integrierender Faktor fiir Exakte DGLs

(5-5)
Ox Oy .
———— héngt nur von x ab

dm oq Op
T dx <6x 6y) m(x)

die Losung m(x) dazu ist der Integrierende Faktor

89 _ op
ox Oy

e 1. Fall:

e 2. Fall

héngt nur von y ab

oq op
dm (a_x - W) )
- = = 7 . m
dy p
die Losung m(y) dazu ist der Integrierende Faktor. Mit diesem wird die gegebene

DGL mulipliziert und ist dann normal zu losen.
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6.7 Lineare DGL 1. Ordnung

y'+p(x) -y =r(x)

Allgemeine Losung (keine weiteren Konstanten notwendig!)

y(X) = e_fp(x)dx . |:C _|_ /r(X) . efp(x)dde

Hilfen dazu:

Es gibt ein anderes Losungsverfahren mit:

yxX)=yn+ ¥

mit y,: Trennung der Verdnderlichen und y,: Variation der Konstanten (AO3, S. 264)
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6.8 Bernulli’'sche DGL

y+px)-y=r(x)-y"
Substituieren: )
_ ,(1=n) _
Z\X) = y = —
Q =

fiihrt auf Lineare DGL 1. Ordnung (siehe Kapitel (6.7)

!

z
1—n

+p(x)-z=r(x)bzw. 2+ (L = n) - p(x)-z=(1—n) - r(x)

Allgemeine Ldsung:

Z(X)::e—f“—ﬂmxﬁx{c7+l/](u_—,ﬂ-/(x).efu—mmeg>dx}

Riicksubstitution:
1 1 1
_ (n—1) _ _ n-1
J— — - — — _—
R A O B (P
Achtung:
n=2 - _ b n=5 — _ L
N YT T "\ Z00

6.9 Riccard’sche DGL
y'+a(x)-y+ b(x)-y* = c(x)
1. Losung erraten — y = u(x)

2. Allgemeine Losung y = u(x) + v(x) Durch das Erraten wird aus der Ricard’schen
DGL eine Bernulli'sche DGL siehe Kapitel (6.8):

Vi + (a(x) + Zu(x) - b(x)) -V = —b(x) V> n=2
\ J ———t

p(x) r(x)

Z(x) = el PIdx {C + /(_1 r(x) - e TPy gy

(x) = 1 Wi n=2
vViX n

Z(x) cee
Gesamtlosung:

y = u(x) +v(x)
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6.10 Stabilitat
1. Stationdre Punkte berechnen:
yI:(l) und X’:(2)
ich sage:
f(X,y)=<m(l)) —  f(x,y)=0
. (2)

Die Punkte, die dieses Gleichungsystem I6sen (miissen evtl. geraten werden!), sind
stationdre Punkte.

2. Klassifizierung

e bilde Jf(x, y)
e setze Punkte aus Punkt 1 ein in Jf(x,y)

e bilde Eigenwerte und Eigenvektoren zu J f(x, y) (gesucht: X; und g(\;) (geo-
metrische Vielfachheit, siehe Kapitel 2 ))

e Ergebnisse abgleichen mit AO2 S.200ff

36



6.11 Randwertaufgaben
6.12 Allgemeines

Es gibt noch Stur’msche, lineare und allgemeine Zweipunkt Randwertaufgaben,
diese haben wir nicht in der VL besprochen, stehen aber im AO2 ab Seite 208!

6.12.1 Lineare Randwertaufgaben zweiter Ordnung

(AO2, S. 219) Gegeben ist eine DGL in der Form:

y'() +y'(t)... = h(t)

und Randwerte:
y(0)=0  y'(0)—-y'(1)=0

1. Fundamentalsystem bestimmen (= 0), daraus kommt dann etwas wie

yi=... Yo = ...

2. Ansatz fir die Green’sche Funktion:

_ 21'2:1 (ai(T) + bi(m)) yi(t) : 7Lt
Gl = { 21'2:1 (ai(T) = bi(m)) yi(t) = T

V1
~

3. a;, b; bestimmen:
2
> bi(t)yi(t) =0
=1
und

> bi(ei(D) =5

jetzt die Randbedingungen in G(t, T) einsetzten und die a; bestimmen.

Damit hat man eine bestimmte Green'sche Funktion und die Losung der RWA ist:

b
y(t) = / G(t, T)h(T)dT
a
Die Grenzen sind die Rander der Sprungbedingung (das mit y'(...) —y'(...) =0
hier also 0 und 1').

Achtung, dadurch dass die Green’sche Funktion zwei geteilt ist, muss ich iiber
beide Bereiche Integrieren, also die beiden Teilfunktionen integrieren und addieren,
die Grenzen sind dann (a,t) und (t,b)!
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7 Implizite Differentiation
Es ist etwas gegeben in der Form:

f(x,y)=...=0
auBerdem ist ein Punkt P; = (x, y) gegeben.

e P, in f(x,y) einsetzen, muss 0 ergeben

grad f(x, y) (bzw. Jf(x) wenn in R3) bestimmen, Punkt P; einsetzen, Ergebnis
muss # 0 sein, dann darf ich nach x/y auflésen. Wenn einer davon = 0, dann nur
nach der anderen auflosbar.

x = h(y) lokale Auflésbarkeit nach x
y = h(x) lokale Auflosbarkeit nach y

jeweils einsetzen (und zwar auf "beiden Seiten der Gleichung™)

f(x,h(x))=... oder f(h(y),y)=...

Die Ableitungen des neuen f(x, h(x) oder f(h(y), y) bilden, somit erhdlt man einen
impliziten Ausdruck fiir i'(x/y).
Hilfe dazu: J

h?(x) = 2h(x)H'(x) — h(x) — h’(x)a

Da der Punkt p; gegeben ist, weif ich:

P =(ab) — h(a)=b

Nach W'(x/y) = ... auflésen!

(Wenn Auflosbarkeit gegeben ist, kann man auch explizit auflésen!)

Achtung: Wenn kein Punkt gegeben ist, die Gleichung allgemein auf lokale Auflosbarkeit
kontrollieren. Danach einsetzten, was verlangt ist, allgemein nach der gesuchten Ableitung
auflésen und ableiten.
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8 Extrema von Funktionen meherer Variabler

1. Stationdre Punkte

e grad f(X) bestimmen
e Notwendige Bedingung: grad f(X) =0

e gefundene Punkte in die Funktion einsetzen
2. Klassifizierung der gefunden Punkte

e Hesse Matrix H f(X) berechnen

e Eigenwerte berechnen (jeweils zu den eingesetzen Punkten)
— alle EW > 0 — strenges lokales Minimum
— alle EW < 0 — strenges lokales Maximum
— A1 - A < 0 — Sattelpunkt

alle EW oder ein EW Null: ausgeartet
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8.1 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Es sind zum Beispiel die Extremwerte einer Funktion f innerhalb eines Kreises oder soet-
was gefragt, dann gibt es eine Nebenbedingung in der Form x + y < n fur das Innere
dieser Figur (< n siehe oben, ganz normal die Extrema ausrechnen und dann iberpriifen,
ob sie in der Nebenbedingung liegen). (Liegen die Punkte in dem Kreis?)

Fur den Rand muss man zuerst eine Funktion der Nebenbedingungen aufstellen:

NB
g(x)=|( NB
usw.
Jetzt wird fiir g(X) die Regularitatsbedingung lberpriift:

Rang J(g(X)) = m mit m = Anzahl der Nebenbedingungen

Jetzt wird mit der Lagrangemultiplikatorenregel eine neue Funktion F erstellt:

Anzahl NB

~ =~
m

df = +§ Aigi
neue Funktion geg. Funktion i=1

Jetzt wie gehabt die Notwendige Bedingung der Form:
]
grad F(x,y,z,A\1...) =0

Dabei kann es sehr sinvoll sein, die Werte der \; zu raten. Das Gleichungssystem ist sonst
schwer zu I6sen. Die Klassifizierung erfolgt entweder iiber die Werte der Punkte in f(X),
oder iiber ein System (Stichwort: aufsteigend oder absteigend) aus AO?2.
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O Fourier Reihe

(unbedingt wegen gerader / ungerader usw. Fortsetzung: AO1 Kapitel 16!)

—

. Zeichnung

2. T bestimmen (Periode) — w = 2

3. Ist die Funktion gerade oder ungerade?
e gerade: f(x) = —f(x) > by =0
e ungerade: f(x) = —f(—x) > a, =0
e keins von beidem: alles berechnen

4. ag bestimmen:

a = %/OT y(x) cos(_wa) dx = /OT y(x)dx

5. a, und b, bestimmen:

2 T
ax = —/ y(x) cos(kwx)dx
T 0

und
2 T
by = —/ y(x)sin(kwx)dx
T Jo

Achtung: Es kann sein, dass a, oder b, Null sind (s.0.). Anstelle 0 und T k&nnen
auch die Grenzen, in denen ich fortsetze, benutzt werden.

6. Zusammensetzen:

do

> + Z ay cos(kwx) + by sin(kwx)

k=1

Fy
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9.1 Komplexe Fourier Reihe
Einige Formeln dazu, das Prinzip ist das gleiche wie in Kapitel 9.

n
F(t) — Z 'Ykeiwkt

k=—n

17 .
Y = —/ f(t)e 'k'dt, ke Z
T 0

ao = 2% ak = Yk + V-« b = (Ve — Y=k)

bzw.
do

1 . 1 )
Yo = 5 Yk = E(ak — Ibk) Y-k = E(ak + Ibk)

42



10 Integration

10.1 Partialbruchzerlegung

1. Gegeben:

g Potenz von p < g

2. Wenn Potenz p > g dann Polynomdivision (siehe Kapitel 2)

3. Von q die Nullstellen (Annahme der Nullstellen fiir das Beispiel!) suchen (g = 0),

dann:
p A B C

A+ +3)  +D) T x12) T x+3)
oder es kann so etwas passieren:

(1)

(x—1)x3 (x—=1) x x2 x3
p  Ax+B
x2+1  x2+1
oder:
p A B

x?+1 :x+i+x—i
(Wenn Potenzen im Nenner, treten diese auch in der Anzahl der Potenz auf!)

4. Ganze Gleichung mit dem Zahler der linken Seite!!! multiplizieren wir verwen-
den (1):
p=AXx+2)(x+3)+B(x+1)(x+3)+C(x+1)(x+2)
Jetzt wahlt man Werte fiir x (auch i als Zahl einsetzten, wenn bendtigt) und
setzt diese ein (auch in p), so dass nur eine Unbekannte (A, B, C) vorhanden ist.
So findet man Losungen fiir A, B, C. Wenn man nicht mehr weiterkommt, kann
man das gesamte System einmal ableiten, das so gewonnen Ergebnis muss man

wieder in die unabgeleitete Gleichung einsetzten. Diese setzt man nun wieder in
das urspriingliche Gleichungssystem (1) ein.

5. Gewonnene Ergebnisse in (1) einsetzen und auf beiden Seiten integriegen:

/<x+1)<xiz><x+3) #(x%*/ﬁ*/ﬁ

Wenn ohne Grenzen Integriert wird, Konstante C nicht vergessen!

Merke fiir Markus:
x — Nullstelle

Achtung: Komplexe Nullstellen treten immer mit ihrer " kleinen Schwester” (konjugiert
komplexer NST) auf! Diese werden aber als eine NST aufgefasst!
Achtung: C nicht vergessen!!
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10.2 Partielle Integration

/u'vdx:u-v—/uv’dx

Merke dazu: F1(x)
X
| T =il
Beispiel:
! 2 —
/ 9x2 In |x mit - 9X3 V,_ 'T X
Al u=3x vi= <

!
u v

1
=3x%In|x| — /3)(3 F—dx = 3x%In |x| — /3X2dX

=3In|x| - x>+ _C_  =2x%In|x|+C

nicht vergessen!

10.3 Integralsatze von GauBB Stokes

kann ich nicht miissen wir nochmal aufschreiben...

10.4 Bereichsintegrale

wenn das nicht das gleiche ist wie irgendwas was wir schon haben...
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11 Parametrisierungen, Flachenintegrale usw.

11.1 Berechnung von Flichen (Parametrisierung)

Gegeben ist irgend etwas in der Form:

X

E = y |€RP | X4y’ <IANZ=+x2+y2
z

1. Vorstellen, was es ist (zeichnen, es kann hilfreich sein, x, y oder z " festzuhalten”
und einen Schnitt zu zeichnen).

2. Anhand dieser Vorstellung eine intelligente(!) Parameterisierung finden, hier:

e kartesisch
X

'Dl . K1—>R3 Pl(X,y): y

/X2+y2
Kl:{(x,y)TER2 | —1<x<1A-V1-x2<y< \/1—x2}

e polar
r cos
Py(r,p) = rsing (entsteht aus der kartesischen eingesetzt)
r
[0<r<1],[0<e<2n]
3. Flache ist: op
| do= - 2 dxdy baw. drd
|l ox() ay<<p) g Y
Es qilt:

b pd d b
/ / dxdy = / / dydx
a Cc C a
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11.2 Fluss durch Flachen

Flachen parametrisieren — K, P(r, @), das Vektorfeld, das stromt, sei: f(x,y,z) =
G )T Der Fluss ist:

Parametrisierung P P
/f()?)d(?z/ <f( P(r,e) ), %XZ— >d“"P
M K d

AuBere Normalenrichtung

K ist die Menge der Parametrisierung

11.3 Verschiedene Koordinatensysteme

(S. 207, Bronstein)

e Polar
X\ [ rcose
(y ) - ( rsin @ )
o Kugel
X r cos ¢ cos 6
y | = rsin ¢ cos 6
z rcos6
e Zylinder
X r cos @
y | = rsin @
z z
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12 Linearer Ausgleich

12.1 Nicht komplexer linearer Ausgleich

Man bekommt eine Reihe von Daten und soll dazu eine Ausgleichsfunktion finden. Das
Ganze konnte in etwa so aussehen:

ti|-2]-110|1]2
vil2 113|343
bzw. um es allgemein zu halten:
t;la|bjc|d]|e
Yilflglhli]]
Dazu soll man dann eine Ausgleichsgrade, Parabel oder so etwas herstellen, die die
Form:

g(t) = a1 + art oder p(t) = by + byt?

hat. Dazu muB man das dazugehorige Gleichungsystem AX = b 1sen, dazu stellt man
auf:

1 a
1 -2
1 -1 1 b
A= 1 o0 bzw ! 2
1 1 1
1 2 - €
x0, immer 1
fiir die Ausgleichsgerade
und fiir die Ausgleichsparabel:
2
1 4 1 22
11
1 c?
A= 10 bzw. 5
1 d
11 1 ' L oo
1 4 dazwischen kidme noch X e

x0, immer 0

A hat als Spalten die t; hoch 0(=1), hoch 1, hoch 2 usw., die in der gesuchten Funktion
nicht vorhandenen Potenzen auch in A weglassen.
Fiir beide noch:

sowie:

2 f
3 g
b= 3 bzw. b = h
4 i
3 J
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dann gibt es die Normalengleichung:
ATAZ = ATb

woraus man ein Gleichungsystem fiir X erhdlt, so dass man die Unbekannten der Aus-
gleichsfunktion berechnen kann.

Ein Merkmal fiir die Giite der Annaherung der Ausgleichsfunktion ist das Residuum.
Es wird wie folgt berechnet:

F=AX—b

Die Giite des Residuums ist definiert durch:

17, = || Az - B
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13 Drehmatrix

detAé 1

Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis in etwa A = (a1, a2, a3)

e Drehachse V ist die Losung zu:

e Drehwinkel: wahle

jetzt wird w gedreht:
AW =7 — < Ww,AwW >= ||W||||AW|| cos ¢

nach ¢ auflésen und fertig!
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14

Hauptachsentransformation (Quadriken)

Es ist irged etwas gegeben in der Form:

ax? + bxZ + cxz + dxyxz + expxo + Fxi + gxo + hxa +j =0

Daraus bildet man die Matrix A, den Vektor b und die Konstante c:

Die Matrix A hat auf der Hauptdiagonalen die quadratischen Faktoren und anson-
sten ein " Schiffeversenkenmuster”, wobei Terme, in denen zwei Variablen vorkom-
men getrennt werden.

(Hauptdiagonale: die Faktoren der Quadratischen Terme, sonst die Halfte der Fak-
toren der Terme wo beide vorkommen.)

2
\‘ X X1 X2 X3

X1X3
X1
A= 2
X2
X3X2
X3 5

Der Vektor b enthilt die einfachen Terme, in etwa so:

f

ol
Il

c ist die Konstante ohne Variable:
c=J

Wenn man einen Faktor aus jeder Zeile der Matrix ausklammert mufB3 er davor in
der 3 (bei 3x3) Potenz stehen.

Bilde die Eigenwerte von A (det(A — A/) =0

Wenn ich einen Wert aus der Matrix ausklammere wird dieser vor die Determinante
geschrieben und muss als Faktor vor den X stehen!

Bilde die Eigenvektoren zu den \;(V;)

1

<

i

Normiere die Eigenvektoren §; = T

1

<

=

2

Bilde die Matrix S, die spaltenweise aus den normierten Eigenvektoren besteht.
S muss eine Drehmatix sein (det S = 1)

Sonst Spalten tauschen!
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Die Quadrik sei dargestellt durch:
XTAR+b'X+c=0
Es wird auf Normalenform transformiert mit:
X=Sy=5(z-p)
Damit hat die Quadrik nun die Form:

y'STASy+b'Sy+c=0
M

(o8

STh=:

Achtung: Durch das Vertauschen der Spalten von s haben sich unter Umstdanden auch
die X getauscht, unbedingt aktuelle Reihenfolge verwenden!

>\1X12 + >\2X22 + >\3X§+ b1 X1+ b2 Xo+ b3 x3+¢c=0

21:X1+£ 22:X2+£ Z3:X3+£
2)\1 2>\2 2>\3
nach x umformen: N
X1 =2 + i
2\
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15 Basistransformation

-~ o A - o
€16 — €16263

S+ + R
hih B W
B=RAS

1. S besteht aus den V
2. R besteht aus den w

3. R invertieren (siehe Kapitel 2)
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16 Kurvendiskusion

Ziel: Feststellen des qualitativen und quantitativen Verlaufs des Graphen einer Funktion.

1. Definitionsbereich D, der maximale. Insbesondere muB man auf sg. isolierte
Singularitdten (einzelne Punkte ohne D) zu achten und ob diese stetig erganzbar
sind. Bei einem Bruch nur Nenner Null setzten. Darstellung:

D=R\{ ..}
2. Symmetrie:
f(x)=—f(x) f(x) symmetrisch zur y-Achse, gerade Funktion

f(x)=—f(—x) f(x) symmetrisch zum Ursprung, ungerade Funktion

3. Pole.hat f(x) die Form f(x) = (ngjg)k mit g(x) stetig an xo, g(x) # 0 so besitzt
f(x) in xo

e einen Pol mit Vorzeichenwechsel fiir k ungerade
e cinen Pol ohne Vorzeichenwechsel fiir k gerade
Pole sind stellen wo der Graph der Funktion gegeb +o00 geht, z.B. Stellen ohne D
4. Verhalten der Funktion im oo, Asymptoten

e bestimme die Grenzwerte

lim f(x) Xﬂrpoof(x)

X—+00

e Asymptoten: eine Grade y = ax + B heiBt Asymptote von f(x) fiir x — oo
fallst der

lim f(x)—ax—0F =0

x—Fo00

ist. Dann lassen sich die Koeffizienten a und 8 gemal

SN C S BV ENURUCRED

bestimmen.

5. Nullstellen
]
f(x)=0

6. Funktion ableiten (bis zur 3. Ableitung)

7. Bestimmung von Extremwerten
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e Randpunkte des D sind gesondert zu untersuchen, z.B. mit Hilfe von Mono-
toniebetrachtungen

e innere Punkte werden mittels

— notwendige Bedingung
fi(x) =0

— hinreichende Bedingung
"(x) # 0

und zwar:
f"(x) >0 —  Minimum

f"(x)<0 — Maximum

jeweils mit den mit '(x) =0 gefunden Punkten, die ich fiir die y Werte
in f(x) einsetze

untersucht
8. Fiir Wendepunkte verwendet man:

e notwendige Bedingung
f'(x) = 0

e hinreichende Bedingung

f"(x) #0
oder untersucht Konvexitatsbereiche

9. Skizze des Graphen mit den gewonnen Daten
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17 Folgen und Reihen

17.1 Reihen

e Reihen

[ee]
Z ax ist konvergent falls lim a, =0
=1 k—00

o o0
lim /|axl <1 — Z |ak| und Zak konvergent
koo k=1 k=1

o o
klim V]akl >1— Z |ak| und Z ay digvergent
—00

k=1 k=1

o0 o0
. k41
lim |22 <1 — g |ak| und E ay konvergent
k—oo | dg
k=1 k=1
3 o0 o0
. k+1 .
lim |22 > 1 E |ak| und g ay divergent
k—oo | dg

Y (—Da

e Leibnitz-Kriterium

ist konvergent falls a, — 0

e Potenzreihen

o
Z axt ~ Z ak(x — Xé‘) konvergent: |x — x| < R
k=0

dk+1

dk

7 = o = i
Z ax’

x| < R — konvergent |x|> R — divergent |x| =R — keine Aussage

Hilfen:

k—00

1
lim vk =1 & ist Nullfolge

17.2 Folgen

sieche Bronstein oder AO1!
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